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8.1 状态变量与状态方程
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8.1 状态变量与状态方程

状态变量分析法概述

连续系统状态方程与输出方程

离散系统状态方程与输出方程

状态方程与输出方程的一般形式



◼ 状态变量分析法概述

系统分析的两类方法：输入-输出分析法、状态变量分析法。

➢ 输入-输出分析法

着眼于系统的输入和输出（激励与响应）关系，只关心系统输入

端和输出端的变量，不研究系统的内部变量。

激励 响应系统

内部变量

➢ 状态变量分析法

现代控制理论的发展对研究系统内部变量提出了要求，加之系统

的日益复杂化，以分析内部变量为基础的状态变量分析法应运而生。

不便研究与系统内部情况有关的问题

为了研究系统内部



◼ 状态变量分析法概述

状态变量分析法的特点

➢ 状态变量分析法提供系统的内部信息，能够比较容易地解决与系

统内部情况有关的分析设计问题；

➢ 状态变量分析法不仅适用于线性时不变、单输入单输出系统，也

适用于非线性时变、随机、多输入多输出系统分析；

➢ 状态变量分析法规律性更强，便于通过计算机分析复杂系统。

➢ 从数学模型来看，输入-输出法用一个 n 阶微分/差分方程描述 n 阶

系统，变量只限于输出、输入两个变量；而状态变量法则用一组

一阶微分/差分方程表征 n 阶系统，为方程中变量的选择带来了极

大的灵活性，并为从不同角度反映系统内部状态提供了可能；



初始状态

连续系统在 t0 时刻的状态是最少数目的一组数，知道了这组数和

区间 [t0, t] 上的输入，就可以完全确定系统在 t 时刻的输出，这组数

就是初始状态，表示如下：

◼ 连续系统状态方程与输出方程

1 0 2 0 0( ), ( ), , ( )nx t x t x t

➢ 电路中初始时刻 t0 的状态通常指电容电压 和电感电流 。0( )Cu t
0( )Li t

➢ 系统状态的数目是一定的，n 阶系统有 n 个初始状态，但状态的选

择并不唯一。



◼ 连续系统状态方程与输出方程

状态变量 表示状态随时间变化的一组相互独立的变量。

1 0 2 0 0( ), ( ), , ( )nx t x t x t初始状态

1 2( ), ( ), , ( )nx t x t x t状态变量

状态矢量

状态矢量
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◼ 连续系统状态方程与输出方程

状态方程 描述系统状态与输入关系的一阶微分方程组

1 2( ), ( ), , ( )nx t x t x tn 阶系统有 n 个状态

p 个输入 1 2( ), ( ), , ( )pe t e t e t

则状态方程的一般形式为：

 
1 11 1 12 2 1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2 21 1 22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
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=其中：

对 n 阶连续系统，状态方程是由 n 个一阶微分方程组成的方程组。



◼ 连续系统状态方程与输出方程

状态方程 状态方程的矩阵形式：

 
11 12 1 11 11 12 1 1

21 22 2 22 21 22 2 2
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状态矢量

状态一阶导数的矢量

激励（输入）矢量

ij n n
a


 =  A 系统矩阵 ij n p

b


 =  B 控制矩阵



◼ 连续系统状态方程与输出方程

输出方程 描述系统输出、输入、状态之间关系的代数方程组

1 2( ), ( ), , ( )nx t x t x tn 阶系统有 n 个状态

p 个输入 1 2( ), ( ), , ( )pe t e t e t

则状态方程的一般形式为：

1 11 1 12 2 1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2 21 1 22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
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q 个输出 1 2( ), ( ), , ( )qy t y t y t

若 n 阶系统有 q 个输出，输出方程是由 q 个代数方程组成的方程组。



◼ 连续系统状态方程与输出方程

输出方程 输出方程的矩阵形式：

1 11 12 1 11 12 1 11
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初始状态

离散系统在 k0 时刻的状态是最少数目的一组数，知道了这组数和

区间 [k0, k] 上的输入，就可以完全确定系统在 k 时刻的输出，这组数

就是初始状态，表示如下：

◼ 离散系统状态方程与输出方程

1 0 2 0 0( ), ( ), , ( )nx k x k x k

➢ 系统状态的数目是一定的，n 阶系统有 n 个初始状态，但状态的选

择并不唯一。



◼ 离散系统状态方程与输出方程

1 0 2 0 0( ), ( ), , ( )nx k x k x k初始状态

1 2( ), ( ), , ( )nx k x k x k状态变量
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状态变量 表示状态随时间变化的一组相互独立的变量。

状态矢量



◼ 离散系统状态方程与输出方程

描述系统状态与输入关系的一阶前向差分方程组

1 2( ), ( ), , ( )nx k x k x kn 阶系统有 n 个状态

p 个输入 1 2( ), ( ), , ( )pe k e k e k

则状态方程的一般形式为：
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状态方程

对 n 阶离散系统，状态方程是由 n 个一阶差分方程组成的方程组。



◼ 离散系统状态方程与输出方程

描述系统输出、输入、状态之间关系的代数方程组

1 2( ), ( ), , ( )nx k x k x kn 阶系统有 n 个状态

p 个输入 1 2( ), ( ), , ( )pe k e k e k

则状态方程的一般形式为：

q 个输出 1 2( ), ( ), , ( )qy k y k y k
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输出方程

若 n 阶系统有 q 个输出，输出方程是由 q 个代数方程组成的方程组。



◼ 状态方程与输出方程的一般形式

连续系统 离散系统

 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t t

t t t

= +


= +

x Ax Be

y Cx De
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8.2 连续系统状态方程的建立

由RLC电路建立状态方程

由微分方程建立状态方程

由框图/流图建立状态方程

由系统函数建立状态方程



◼ 连续系统状态方程的建立

 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t t

t t t

= +


= +

x Ax Be

y Cx De

状态方程

输出方程

( ) ~ ( ) , ( )t t tx x e

( ) ~ ( ) , ( )t t ty x e

刻画输出变量与状态变量、系统输入的关系。

刻画状态变量的一阶导数与状态变量、系统输入的关系。

步骤：选取状态变量、列状态方程、列输出方程



◼ 由RLC电路建立状态方程

状态变量的选取：独立的电容电压和电感电流。



◼ 由RLC电路建立状态方程

状态变量的选取：独立的电容电压和电感电流。



例题1

状态变量 1 2,L Cx i x u= =

输出变量 1 1 2 2,R Ry u y i= =

1. 对电感电压列KVL方程：

2. 对电容电流列KCL方程：
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◼ 由RLC电路建立状态方程

列状态方程
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◼ 由RLC电路建立状态方程

列输出方程例题1

状态变量 1 2,L Cx i x u= =

输出变量 1 1 2 2,R Ry u y i= =



◼ 由微分方程建立状态方程

例题2 建立下列LTI系统的状态方程和输出方程。

1) ( ) 3 ( ) 2 ( ) 5 ( ) ( )

2) ( ) 3 ( ) 2 ( ) 5 ( ) 6 ( ) 3 ( ) 4 ( )

y t y t y t y t e t

y t y t y t y t e t e t e t

  + + + =

    + + + = + +

n 阶微分方程 → n 个1阶微分方程组成的方程组



◼ 由框图/流图建立状态方程

例题3 建立图示LTI系统的状态方程和输出方程。

1) 选积分器 的输出为状态变量；

2) 根据积分器的输入输出关系列写状态方程（输入为输出端求导，

可导出状态变量）；

3) 根据流图/框图的输出端列写输出方程。

1s−



◼ 由系统函数建立状态方程

例题4

某LTI连续系统的系统函数为 ，建立它的状态方

程和输出方程。

给定系统函数，可以转化为微分方程、信号流图以及系统框图

进行状态变量分析。

 
2

2 8
( )

3 2

s
H s

s s

+
=

+ +



◼ 由系统函数建立状态方程

例题5

已知某系统框图如图，状态变量如图所示，试列出其状态方程和

输出方程。



8.3 离散系统状态方程的建立

由差分方程建立状态方程

由框图/流图建立状态方程

由系统函数建立状态方程



◼ 离散系统状态方程的建立

状态方程

输出方程

( 1) ~ ( ) , ( )k k k+x x e

( ) ~ ( ) , ( )k k ky x e

刻画输出变量与状态变量、系统输入的关系。

刻画状态变量的单位左移与状态变量、系统输入的关系。

步骤：选取状态变量、列状态方程、列输出方程

 ( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k k k

k k k

+ = +


= +

x Ax Be

y Cx De



◼ 由差分方程建立状态方程

例题6 建立下列LTI系统的状态方程和输出方程。

1) ( ) 3 ( 1) 2 ( 2) 5 ( 3) ( )

2) ( ) 3 ( 1) 2 ( 2) 5 ( 3) 6 ( 1) 3 ( 2)

y k y k y k y k e k

y k y k y k y k e k e k

+ − + − + − =

+ − + − + − = − + −

n 阶差分方程 → n 个1阶差分方程组成的方程组



◼ 由框图/流图建立状态方程

例题7 建立图示LTI系统的状态方程和输出方程。

1) 选延时单元 的输出为状态变量；

2) 根据每个延时单元的输入输出关系列写状态方程（输入端为输出

端的左移，可导出状态变量）；

3) 根据流图/框图的输出端列写输出方程。

1z−



例题8 某LTI离散系统的流图如下，建立其状态方程和输出方程。

◼ 由框图/流图建立状态方程



◼ 由系统函数建立状态方程

例题9

给定系统函数，可以转化为差分方程、信号流图以及系统框图

进行状态变量分析。

某LTI离散系统的系统函数为 ，用数

目最小的延时单元构成此系统，并求解它的状态方程和输出方程。

3 2

2

9 6
( )

( 0.5) ( 0.25)

z z z
H z

z z

− +
=

− −



连续系统状态方程的 s 域求解

离散系统状态方程的 z 域求解

8.4 状态方程的变换域求解



◼ 连续系统状态方程的 s 域求解

( ) ( ) ( )t t t= +x Ax Be

LTI连续系统的状态方程为：

对方程两端取拉普拉斯变换，结合微分性质：

( ) (0 ) ( ) ( )s s s s−− = +X x AX BE

( ) ( ) (0 ) ( )s s s−− = +I A X x BE

1 1( ) ( ) (0 ) ( ) ( )s s s s− −

−= − + −X I A x I A BE

1( ) ( )s s −= −Φ I A

( ) (0 ) ( ) ( )s s s−= +Φ x Φ BE

( )zi sX ( )zs sX

     1 1 1( ) ( ) ( ) ( )zi zst s t t− − −= = +x X X X

定义预解矩阵

可得状态变量：



◼ 连续系统状态方程的 s 域求解

( ) ( ) ( )t t t= +y Cx De

LTI连续系统的输出方程为：

对方程两端取拉普拉斯变换：

( ) ( ) ( )s s s= +Y CX DE

1( ) ( )s s −= −Φ I A( ) ( ) (0 ) ( ) ( )s s s s−= +X Φ x Φ BE

 1 1( ) ( ) (0 ) ( ) ( )s s s s− −

−
 = − + − + Y C I A x C I A B D E

 ( ) (0 ) ( ) ( )s s s−= + +CΦ x CΦ B D E

( )zi sY ( ) ( ) ( )zs s s s=Y H E

     1 1 1( ) ( ) ( ) ( )zi zst s t t− − −= = +y Y Y Y

 ( ) ( ) ( )s s t= + =H CΦ B D h系统函数矩阵

可得系统输出：



◼ 连续系统状态方程的 s 域求解

LTI连续系统系统函数矩阵与稳定性分析

1( ) ( ) ( )s s s −= + = − +H CΦ B D C I A B D

 1 adj( )
( ) ( )

det( )

s
s s

s

− −
= − =

−

I A
Φ I A

I A

 adj( ) det( )
( ) ( )

det( )

s B s
s s

s

− + −
= + =

−

C I A I A D
H CΦ B D

I A

不难发现预解矩阵的极点就是系统函数矩阵的极点。

➢ 当特征方程 的根，即系统极点均位于 s 左开半平面

时，连续系统稳定。

det( ) 0s − =I A

➢ 对 列罗斯阵列，当多项式满足罗斯准则时系统稳定。det( )s −I A

➢ 当系统函数矩阵在虚轴上收敛时，系统的频率响应矩阵为

 1( ) ( ) ( )
s j

j s j


  −

=
= = − +H H C I A B D



◼ 连续系统状态方程的 s 域求解

 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t t

t t t

= +


= +

x Ax Be

y Cx De

LTI连续系统的状态方程和输出方程

预解矩阵 1( ) ( )s s −= −Φ I A

状态矢量

输出矢量

系统函数矩阵

( ) ( ) (0 )

( ) ( ) ( )

zi

zs

s s

s s s

−=


=

X Φ x

X Φ BE

 

( ) ( ) (0 )

( ) ( ) ( )

zi

zs

s s

s s s

−=


= +

Y CΦ x

Y CΦ B D E

( ) ( )s s= +H CΦ B D

( ) (0 )s −E x和 有关, 和 无关

( ) (0 )s −E x和 无关, 和 有关



◼ 基础知识复习：方阵的逆矩阵求解

 
11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =
 
 
 

A
 1 adj

det

− =
A

A
A

伴随矩阵

行列式

 
11 21 1

12 22 2

1 2

adj

n

n

n n nn

A A A

A A A

A A A

 
 
 =
 
 
 

A

 ( 1)i j

ij ijA M+= −代数余子式

 
ijM余子式

矩阵 A 中删除第 i 行第 j 列元素

后所得到的 n – 1 阶方阵的行列式。

1 1a b d b

c d c aad bc

−
−   

=  =   
−−   

A A

二阶方阵的逆：两调一除

主对角元素互换，副对

角元素变号，除以行列式。



例题10

已知系统方程如下，初始状态 ，输入 ，

求解系统的预解矩阵、状态变量和输出，并判断系统是否稳定。

 
1 2(0 ) 3, (0 ) 2x x− −= =  ( ) ( )e t t=

 
 1 1 1

2 2 2

( ) ( ) ( )1 2 0
( ) , ( ) 1 1 ( )

( ) ( ) ( )1 4 1

x t x t x t
e t y t e t

x t x t x t

−        
= + = +        

− −        

1

1
1 2 4 21

( ) ( )
1 4 1 1( 2)( 3)

s s
s s

s ss s

−

−
+ − +   

= − = =   
+ − ++ +   

Φ I A解：

 

 

3 18

4 2 3 0 ( 2)( 3)1
( ) ( ) (0 ) ( ) 1

1 1 2 1 3( 2)( 3)

( 2)( 3)

s

s s s
s s s

s ss s

s s

−

+ 
 +   + +     
 = + =  +  =      

− ++ +        
 + + 

X Φ x BE

 
2 3

2

2 3

12 9
( ) 1 1 ( ) ( ) 6 ( ) ( )

6 9

t t

t

t t

e e
y t t t e t t

e e
   

− −

−

− −

 −
=  + = + 

− + 

12 9

2 3
( )

6 9

2 3

s s
s

s s

 
− + +

=  
− +

 + + 

X

2 3

2 3

12 9
( ) ( )

6 9

t t

t t

e e
t t

e e


− −

− −

 −
 =  

− + 
x

系统极点： 
1 22, 3s s= − = −

均位于 s 平面左半平面，

系统稳定



◼ 离散系统状态方程的 z 域求解

( 1) ( ) ( )k k k+ = +x Ax Be

LTI离散系统的状态方程为：

对方程两端取 z 变换，结合移位性质：

( ) (0) ( ) ( )z z z z z− = +X x AX BE

( ) ( ) (0) ( )z z z z− = +I A X x BE

1 1( ) ( ) (0) ( ) ( )z z z z z− −= − + −X I A x I A BE

1( ) ( )z z z−= −Φ I A

1( ) (0) ( ) ( )z z z z−= +Φ x Φ BE

( )zi zX ( )zs zX

     1 1 1( ) ( ) ( ) ( )zi zsk z z z− − −= = +x X X X可得状态变量：

定义预解矩阵



◼ 离散系统状态方程的 z 域求解

( ) ( ) ( )k k k= +y Cx De

LTI离散系统的输出方程为：

对方程两端取拉普拉斯变换：

( ) ( ) ( )z z z= +Y CX DE

1 1( ) ( ) (0) ( ) ( )z z z z z− − = − + − + Y C I A x C I A B D E

1( ) (0) ( ) ( )z z z z− = + + CΦ x C Φ B D E

( )zi zY ( ) ( ) ( )zs z z z=Y H E

     1 1 1( ) ( ) ( ) ( )zi zsk z k k− − −= = +y Y Y Y

 1( ) ( ) ( )z z z k−= + =H C Φ B D h

1( ) ( ) (0) ( ) ( )z z z z z−= +X Φ x Φ BE 1( ) ( )z z z−= −Φ I A

可得系统输出：

系统函数矩阵



◼ 离散系统状态方程的 z 域求解

LTI离散系统系统函数矩阵与稳定性分析

1 1( ) ( ) ( )z z z z− −= + = − +H C Φ B D C I A B D

1 adj( )
( ) ( )

det( )

z
z z z z

z

− −
= − =

−

I A
Φ I A

I A

1 adj( ) det( )
( ) ( )

det( )

z B z
z z z

z

− − + −
= + =

−

C I A I A D
H C Φ B D

I A

预解矩阵的极点同样是系统函数矩阵的极点。

➢ 当特征方程 的根，即系统极点均位于 z 平面单位圆

内部时，离散系统稳定。

det( ) 0z − =I A

➢ 对 列朱里表，当多项式满足朱里准则时系统稳定。det( )z −I A

➢ 当系统函数矩阵在单位圆上收敛时，系统的频率响应矩阵为

1( ) ( ) ( )j

j j

z e
e z e

  −

=
= = − +H H C I A B D



◼ 离散系统状态方程的 z 域求解

LTI离散系统的状态方程和输出方程

预解矩阵 1( ) ( )z z z−= −Φ I A

状态矢量

输出矢量

系统函数矩阵

1

( ) ( ) (0)

( ) ( ) ( )

zi

zs

z z

z z z z−

=


=

X Φ x

X Φ BE

1

( ) ( ) (0)

( ) ( ) ( )

zi

zs

z z

z z z z−

=


 = +  

Y CΦ x

Y C Φ B D E

1( ) ( )z z z−= +H C Φ B D

( ) (0)zE x和 有关, 和 无关

( ) (0)zE x和 无关, 和 有关

 ( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k k k

k k k

+ = +


= +

x Ax Be

y Cx De



初始状态 ，输入 ，求状态变量和输出。

例题11 已知某离散因果系统的状态方程和输出方程分别为

1 2(0) 1, (0) 2x x= = ( ) ( )e k k=

1 1 1 1

2 2 2 2

( 1) ( ) ( ) ( )0 1 0 1 1
( ) ,

( 1) ( ) ( ) ( )6 5 1 2 1

x k x k y k x k
e k

x k x k y k x k

+            
= + =            + − −            

 1

1
1 5 11

( ) ( )
6 5 6( 2)( 3)

z z
z z z z z

z zz z

−

−
− −   

= − = =   
− −− −   

Φ I A

2

1 1

2

1 051
( ) ( ) (0) ( )

2 1( 2)( 3) 16

( 2) 1 1

( 1)( 3) 2 1 2 3

(2 3) 1 3

( 1)( 3) 2 1 2 3

z z z z
z z z z z

z z zz z

z z z z

z z z z

z z z z

z z z z

− −
  −    

 = + =  +        − − −−       

−   
+   − − − − = =  

−   +   − − − −  

X Φ x BE

1

1
[1 3 ]

2
( ) ( )

1
[1 3 ]

2

k

k

k k
+

 
+ 

 =  
 +
  

x

 

1 1

12 2

1
[1 3 ] 1 2 3

( ) ( )1 1 1 1 2
( ) ( )1

( ) ( )2 1 2 1 1 [1 3 ]
[1 3 ] 2

2

k k

k
k

y k x k
k k

y k x k
 

+

 
 + +          = =  =         − − −        +     

解：



控制和观测的概念

系统的可控制性

系统的可观测性

8.5 系统的可控制性和可观测性



◼ 控制和观测的概念

在经典理论中，采用输入-输出法表述系统，即输出量通过微分

方程或者差分方程直接与输入量相联系。此时，输出量被观测，且输

出量受输入量控制。

在状态变量分析中，我们关心的是系统内部各状态变量的变化与

输入之间的关系，即状态变量受系统输入控制，以及能够根据输出的

观测值确定出系统的任一状态，即观测输出量来确定系统状态。这就

是现代控制理论中的两个基本问题：系统的可控制性（Controllability）

与可观测性（Observability）。



◼ 系统的可控制性（Controllability）

系统在某种初始状态下，通过施加输入控制，使系统经过一段时

间后在任意指定时刻的状态为零状态，则称该初始状态为系统的可控

制状态。

状态的可控制性

系统的可控制性

系统所有的可控制状态组成可控制状态空间，所有不可控制状态

组成不可控制状态空间。分为完全可控制系统，部分可控制系统以及

完全不可控制系统。为了简便处理，系统完全可控时，系统才可控。

系统的可控制性反映了输入对于系统内部状态的控制能力。



◼ 系统的可控制性（Controllability）

通过一定的激励，系统可以从任意的初始状态（不一定是零状态）

过渡到任意的另一个状态。

系统可控的含义

系统可控的判定

常用可控制性矩阵来判定系统的可控制性。

 2 1n

C

− =  M B AB A B A B

系统可控的充要条件：可控性矩阵满秩，即  rank C n=M



◼ 系统的可观测性（Observability）

当系统用状态方程描述时，根据系统的输出唯一确定系统所有初

始状态，则称系统完全可观测；若只能确定一部分状态，那么系统不

完全可观测。

系统的可观测性指的是由系统的输出量来确定系统状态的能力。

系统可观测的判定

常用可观测性矩阵来判定系统的可观测性。

2

1

O

n−

 
 
 
 =
 
 
  

C

CA

M CA

CA

系统可控的充要条件：可控性矩阵满秩，即

 rank O n=M

系统的可观测性



例题12 给定两个连续系统a、b，其状态方程与输出方程分别为

1 11 1

2 22 2

1 1
( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1

( ) , ( ) 1
( ) ( )( ) ( )0 1 0 1 1 01

2

a a

a

a a

x t x te t e t
t t

x t x te t e t

 
            = + = +            −           

 

x y

1 1

2 2

( ) ( )1 1 1 1
( ) ( ) , ( ) 1

( ) ( )0 1 0 2

b b

b

b b

x t x t
t e t y t

x t x t

        
= + =        −        

x

试讨论这两个系统的可观测性与可控制性。

1 1

1 11
1

0 12

1 0 0 0

1 0 0
1

2

O

 
   
   

     = = →      
   
   
  

C
M

CA

 
 

1 1

0 0
C

 
= =  

 
M B AB

 
 

1 1 1 2

0 1 0 1
C

 
= =  

− 
M B ABa系统： b系统：

可观、可控 不可观、不可控

1
11

12
2

1
0 01

2

O

 
     = = →       
   

C
M

CA
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